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Resumo: Neste artigo apresentam-se algumas potencialidades educativas de um
material inventado por Paulus Gerdes, os bissemis. A intervenc¸a˜o pedago´gica,
desenvolvida ao longo de treˆs aulas, ocorreu numa turma do 4.◦ ano de escolari-
dade, no aˆmbito da Pra´tica de Ensino Supervisionada, do Mestrado em ensino
do 1.◦ e 2.◦ ciclo do Ensino Ba´sico da Universidade do Minho. Esta incidiu
sobre o domı´nio Medida, com enfoque para o desenvolvimento dos conceitos li-
gados a` a´rea e ao per´ımetro.
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1 Introduc¸a˜o
Paulus Gerdes, nascido holandeˆs mas tendo vivido a maior parte da sua vida em
Moc¸ambique, foi um prol´ıfico autor matema´tico. Baseou quase toda a sua obra
na etnomatema´tica, isto e´, na matema´tica usada por grupos culturais determi-
nados, no caso essencialmente africanos. Procurou refazer uma histo´ria da ma-
tema´tica muito centrada na visa˜o do mundo ocidental moderno, argumentando
e trazendo provas relativas a uma maior importaˆncia africana no desenvolvi-
mento da Matema´tica. A sua ana´lise de artefactos de todo o tipo, atrave´s do
me´todo de “descongelamento” do pensamento geome´trico que esteve na base da
sua construc¸a˜o [3], trouxe-lhe o respeito da comunidade etnomatema´tica a n´ıvel
mundial. Menos conhecida e´ a sua faceta de invenc¸a˜o de materiais direcionados
a crianc¸as, tendo escrito va´rios livros, sobre os desenhos sona [4], sobre bisos
[5], sobre bissemis [6]. Estes materiais ainda na˜o foram devidamente aproveita-
dos pela comunidade educativa mas teˆm muitas potencialidades. Neste artigo
pretendemos mostrar algumas potencialidades de um destes materiais.
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2 Bissemis
Os bissemis, da autoria de Paulus Gerdes, constituem o material que presidiu
ao conjunto de atividades de natureza explorato´ria que aqui nos propomos des-
crever. A este propo´sito, [6] explica:
Ao dissecar um domino´ ao longo duma diagonal obteˆm-se dois triaˆngulos rectaˆngulos, cujos
catetos medem uma e duas unidades, respectivamente. Os triaˆngulos assim obtidos consti-
tuem os elementos de base com os quais se pode construir figuras novas. Uma vez que esses
triaˆngulos sa˜o a metade dum domino´ chamamo-los semidomino´s (semi=metade), ou simples-
mente, semis. As figuras que se podem formar com dois semis chamaremos bissemis. (p. 9)
Em concordaˆncia com a descric¸a˜o anterior, os bissemis utilizados nas atividades
foram constru´ıdos pela justaposic¸a˜o dos lados de igual comprimento de dois
triaˆngulos retaˆngulos congruentes cujos catetos medem 5 cm e 10 cm (Figura
1).
Figura 1: Bissemis constru´ıdos pela justaposic¸a˜o dos lados de igual comprimento
de dois triaˆngulos retaˆngulos congruentes.
3 Atividades desenvolvidas
As atividades doravante descritas foram desenvolvidas numa turma do 4.◦ ano de
escolaridade de uma escola ba´sica do 1.◦ ciclo de Braga, no aˆmbito da Unidade
Curricular Pra´tica de Ensino Supervisionada, contemplada no plano de estudos
do Mestrado em Ensino do 1.◦ e 2.◦ Ciclo do Ensino Ba´sico da Universidade do
Minho.
3.1 Intervenc¸a˜o 1 – A a´rea dos bissemis
Esta intervenc¸a˜o tinha como objetivo essencial a comparac¸a˜o de a´reas de figuras
diferentes, tendo por base a construc¸a˜o dos bissemis.
Jornal das Primeiras Matema´ticas, N.o 4, pp. 71–92
Sara Ribeiro, Pedro Palhares 73
Distribuiu-se aos alunos, organizados em grupos, a parte I da “Ficha de trabalho–
Comparac¸a˜o de a´reas de figuras diferentes” e o respetivo material (triaˆngulos
retaˆngulos congruentes cujo cateto maior e´ o dobro do cateto menor). Esta
ficha era composta por treˆs tarefas matema´ticas: na primeira, os alunos deviam
descobrir as diferentes figuras que e´ poss´ıvel construir justapondo os lados de
igual comprimento de dois dos triaˆngulos distribu´ıdos; na segunda, os alunos de-
viam reproduzir as figuras em papel ponteado e identifica´-las; e na terceira, os
alunos deviam comparar a a´rea das figuras, posteriormente designadas bissemis.
Logo numa fase inicial da explorac¸a˜o, os grupos demonstraram dificuldades na
interpretac¸a˜o da expressa˜o “justapondo os lados de igual comprimento”, o que
obstaculizou a construc¸a˜o das diferentes figuras. Em decurso, realizou-se um
esclarecimento em plena´rio, que favoreceu a descoberta das figuras.
No final, todos os grupos conseguiram construir as seis figuras poss´ıveis (Figura
2), realizando a tarefa 1 com sucesso. Estes grupos, quando questionados acerca
da existeˆncia (ou na˜o) de mais figuras para ale´m daquelas, foram capazes de
reconhecer que na˜o. Todavia, nenhum aluno conseguiu apontar uma raza˜o para
justificar este facto. Na tarefa 2, os alunos demonstraram dificuldades tanto na
reproduc¸a˜o, como na identificac¸a˜o das figuras.
Figura 2: Construc¸a˜o dos bissemis pelos alunos.
A tarefa 3 proporcionou aos alunos um n´ıvel de desafio que os envolveu em
discusso˜es e argumentac¸o˜es cont´ınuas no interior grupos, tendentes a` promoc¸a˜o
da comunicac¸a˜o matema´tica, no domı´nio oral (transcric¸o˜es 1, 2, 3, 4). Apesar
da dif´ıcil gesta˜o durante esta fase de atividade, procurou-se estimular constan-
temente a reflexa˜o dos alunos.
CF: Para um triaˆngulo, como e´ que no´s descobrimos a a´rea?
Professora: Se calhar na˜o e´ preciso calcular.
CF: Mas enta˜o como e´ que no´s vamos fazer?
Professora: Teˆm que pensar noutra maneira.
(tempo depois)
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CF: No´s ja´ sabemos a resposta, so´ que na˜o sabemos explicar.
Professora: Enta˜o, qual e´ a resposta?
CF: No´s achamos que sim por causa que alguns triaˆngulos (refere-se aos triaˆngulos
utilizados para construir as figuras) sa˜o maiores do que os outros e outros sa˜o
mais pequenos.
Professora: Enta˜o, separem-me os triaˆngulos maiores dos mais pequenos.
(ficam confusos a separar)
FV: Na˜o da´.
CR: E´ que se no´s unirmos assim (coloca os triaˆngulos todos uns em cima dos
outros), reparamos que a a´rea deles e´ igual. Mas so´ que quando fazemos as
figuras, pensamos que na˜o.
CF: Mas eu tambe´m ao mesmo tempo acho que sa˜o todas iguais por causa que
em todas so´ usamos dois triaˆngulos.
Transcric¸a˜o 1–Discussa˜o realizada num grupo (CF, CR, FV, GP) na explorac¸a˜o da tarefa 3.
RM: Eu estou a ver por aqui por estas
(aponta para as figuras que desenhou na tarefa).
Professora: Na˜o podes ver por essas, teˆm que usar as figuras constru´ıdas com o
material.
RM: Mas assim como e´ que no´s vamos fazer quadradinhos?
Professora: Que quadradinhos?
RM: Porque no´s antes, para saber a a´rea, tinha quadradinhos um triaˆngulo e
no´s conta´vamos. E dizia assim, um quadradinho e´ um cent´ımetro quadrado. . .
(interrompi a aluna).
Professora: E sera´ que e´ preciso desenhar quadradinhos para ver se teˆm a mesma
a´rea?
RM: Como e´ que no´s sabemos? E´ para fazer aproximadamente?
IM: Eu acho que teˆm todas o mesmo porque os triaˆngulos sa˜o todos iguais.
RM: Acho que na˜o. Os lados, alguns sa˜o mais pequenos do que outros e por
isso as figuras ficam com menos a´rea quando esta˜o assim (refere-se a`s figuras
em que os catetos menores na˜o sa˜o justapostos). Este lado aqui (aponta para
um dos lados do triaˆngulo formado pela justaposic¸a˜o dos catetos menores de
dois triaˆngulos) fica maior, fica com mais quadradinhos e mais cent´ımetros qua-
drados.
Transcric¸a˜o 2–Discussa˜o realizada num grupo (BS, EG, IM, RM) na explorac¸a˜o da tarefa 3.
DF: No´s pusemos: Sim, porque todas as figuras que se faz utiliza-se dois triaˆngulos
pequenos (leˆ a resposta).
Professora: E o que e´ que isso quer dizer? Explica-me la´.
DF: Quer dizer que cada figura geome´trica que no´s constru´ımos tem a mesma
a´rea.
Professora: Porqueˆ?
DA: Porque sa˜o dois triaˆngulos iguais.
Professora: Enta˜o quer dizer que se eu encostasse estes dois triaˆngulos e fizesse
uma figura qualquer, ela ia ter sempre a mesma a´rea?
DF: Na˜o, isso tambe´m na˜o.
Professora: Enta˜o encontra-me uma que na˜o tenha.
IF: Sim, e´ sim.
Transcric¸a˜o 3–Discussa˜o realizada num grupo (DA, DF, IF) na explorac¸a˜o da tarefa 3.
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MS: Ja´ constru´ımos todas as figuras.
DS: Acho que a que tem maior a´rea e´ esta (aponta para o triaˆngulo formado
pela justaposic¸a˜o dos catetos menores de dois triaˆngulos).
Professora: Porqueˆ? DS: Por causa que acho que essa e´ a maior figura de sem-
pre, de todas.
Professora: E agora se eu fizer assim (movimento os triaˆngulos, justapondo
agora os catetos maiores dos dois triaˆngulos), a a´rea e´ a mesma da outra figura
ou e´ diferente?
DS: E´ diferente. Na˜o, igual. (fica indeciso). Ora po˜e outra vez.
MS: Para mim e´ igual, porque se no´s trocarmos este por este vai dar a mesma
coisa. Mesmo que esteja diferente e´ a mesma coisa.
Transcric¸a˜o 4–Discussa˜o realizada num grupo (DS, LM, MS) na explorac¸a˜o da tarefa 3.
Na generalidade, na˜o foi intuitivo para nenhum dos grupos que a a´rea das figuras
permanecia inalterada, independentemente dos lados dos triaˆngulos justapostos.
As transcric¸o˜es 1, 2, 3 e 4 ilustram essa dificuldade, associada a` noc¸a˜o de con-
servac¸a˜o de a´rea.
Os grupos na˜o conceberam, de imediato, que podiam comparar a a´rea das figu-
ras, mobilizando um racioc´ınio baseado na decomposic¸a˜o das mesmas em dois
triaˆngulos congruentes–nonmeasurement reasoning ([1], p. 903). Alguns grupos
insistiram, inicialmente, na utilizac¸a˜o de fo´rmulas e procedimentos nume´ricos,
que o curr´ıculo escolar ta˜o prematuramente privilegia–measurement reasoning
([1], p. 903). E certos grupos basearam o seu racioc´ınio, primordialmente, na
apareˆncia das figuras, realizando descric¸o˜es meramente visuais na comparac¸a˜o
da a´rea destas, alicerc¸adas em estrate´gias imprecisas.
Neste aˆmbito, a manipulac¸a˜o do material concreto pelos alunos constituiu-se
essencial, uma vez que os impeliu a refletirem acerca das suas conceptualizac¸o˜es
e a elaborarem novas estrate´gias de racioc´ınio. Com efeito, os alunos formularam
novas conjeturas sobre a a´rea das figuras, resultantes de infereˆncias baseadas na
comparac¸a˜o direta (sobreposic¸a˜o) dos dois triaˆngulos congruentes em que estas
se decompo˜em. Portanto, na tarefa 3, os grupos deduziram a conservac¸a˜o da
a´rea dos bissemis com base na equivaleˆncia dos dois triaˆngulos em que estes se
podem decompor (Figuras 3, 4 e 5). Atente-se na figura 5, em que o aluno explica
a congrueˆncia dos triaˆngulos, subdividindo-os num nu´mero igual de unidades
de a´rea.
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Figura 3: Resoluc¸a˜o de um aluno (RM) na tarefa 3.
Figura 4: Resoluc¸a˜o de um aluno (CF) na tarefa 3.
Figura 5: Resoluc¸a˜o de um aluno (RP) na tarefa 3.
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No final, promoveu-se um momento de discussa˜o/reflexa˜o acerca da parte I da
ficha. Para isso, diferentes alunos desenharam, no quadro de giz, uma das seis
figuras constru´ıdas com os dois triaˆngulos, colando, junto ao seu desenho, a
respetiva figura feita em cartolina (Figura 6). Isto porque os desenhos apre-
sentavam va´rias fragilidades. Veja-se, a este propo´sito, que o triaˆngulo obtido
pela justaposic¸a˜o dos catetos menores dos triaˆngulos na˜o e´ iso´sceles; os para-
lelogramos na˜o apresentam dois pares de lados opostos paralelos; e os alunos
desconsideram a existeˆncia de comprimentos iguais entre as diferentes figuras.
Neste momento, introduziu-se a designac¸a˜o das seis figuras–bissemis.
Figura 6: Apresentac¸a˜o dos bissemis pelos alunos no quadro de giz.
Posteriormente, os diferentes grupos grupos partilharam oralmente as concluso˜es
relativas a` a´rea dos bissemis. Aqui, os alunos limitaram-se a` leitura das produc¸o˜es
escritas na tarefa 3, revelando dificuldades em explicar as suas ideias e ra-
cioc´ınios. Embora diferentes, as respostas conflu´ıram na ideia de que, sendo
a a´rea de cada um dos triaˆngulos igual, qualquer bissemi, ao ser formado por
dois destes triaˆngulos, teria a mesma a´rea.
Apo´s este momento, distribuiu-se aos alunos a parte II da “Ficha de trabalho
- Comparac¸a˜o de a´reas de figuras diferentes” e o respetivo material (bissemis).
Nesta, os alunos deviam construir uma figura, justapondo os lados de igual
comprimento de um nu´mero de bissemis a` sua escolha e, a seguir, cola´-la numa
folha, atribuindo-lhe um t´ıtulo.
Denotou-se um envolvimento espontaˆneo dos mesmos nesta tarefa, que na˜o ge-
rou quaisquer du´vidas. No final, foram recolhidas as folhas com as construc¸o˜es
dos alunos e coladas no quadro de giz (Figura 7).
Figura 7: Figuras constru´ıdas com os bissemis pelos grupos.
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A partir destas, promoveu-se um momento de discussa˜o/reflexa˜o acerca da a´rea
das figuras. Neste, os alunos, baseados na observac¸a˜o e desconhecendo o nu´mero
de bissemis utilizado pelos restantes grupos, compararam a a´rea das figuras,
expondo oralmente as suas ideias. Eles foram congruentes ao identificarem duas
figuras com menor a´rea do que as restantes: “Eu acho que todas teˆm a mesma
a´rea a na˜o ser a primeira e o pa´ssaro com chape´u (refere-se a` terceira)” (CF).
E, justificaram as suas opinio˜es com base no nu´mero de bissemis utilizado na
sua construc¸a˜o: “Porque eu contei aquelas coisinhas (refere-se aos bissemis)
e acho que ali tem quatro (refere-se a` primeira) e ali contei cinco (refere-se
a` terceira)” (MP). Para terminar, cada um dos grupos revelou o nu´mero de
bissemis presente na sua figura, o qual foi confrontado com as previso˜es dos
alunos, que se revelaram corretas.
3.2 Intervenc¸a˜o 2 – Medic¸a˜o direta da a´rea de puzzles
constru´ıdos com bissemis
A segunda intervenc¸a˜o objetivava, essencialmente, a medic¸a˜o direta da a´rea de
figuras, utilizando unidades de a´rea na˜o convencionais. Foi privilegiada a con-
tinuidade na utilizac¸a˜o do material manipula´vel da aula anterior.
Distribuiu-se aos alunos, organizados em grupos, a “Ficha de trabalho–Medic¸a˜o
de a´reas de figuras, utilizando unidades na˜o convencionais” e o respetivo ma-
terial (triaˆngulos retaˆngulos congruentes cujo cateto maior e´ o dobro do cateto
menor; bissemis; quadrados equivalentes aos triaˆngulos; puzzles). Esta era com-
posta por sete tarefas matema´ticas: nas seis primeiras, os alunos deviam pre-
encher treˆs puzzles com os modelos concretos indicados (triaˆngulos, bissemis,
quadrados) e determinar a sua a´rea, fixada uma destas unidades de medida; na
se´tima, os alunos deviam identificar as regularidades existentes na a´rea dos treˆs
puzzles utilizando cada uma das unidades de medida e formular concluso˜es.
Uma fragilidade demonstrada por determinados grupos foi o facto de na˜o com-
preenderem como e´ que a contagem de unidades utilizadas para cobrir uma
figura produz a medida de a´rea da mesma. Efetivamente, na tarefa 1, depois
de preencherem o puzzle 1 com os triaˆngulos, os grupos comprovaram que eram
necessa´rios dez triaˆngulos para o cobrir. No entanto, nem todos associaram este
valor a` medida da a´rea do puzzle (transcric¸a˜o 5).
De acordo com Battista [1], “many students do not properly maintain the con-
nection between numerical measurements and the process of unit-measure ite-
ration.” (p. 892). De facto, a transcric¸a˜o 5 sugere que os alunos na˜o associam
a medida de a´rea do puzzle ao processo de repetic¸a˜o da unidade de a´rea, o
triaˆngulo. No entendimento de Outhred e Mitchelmore [9], a fragilidade demons-
trada pelos alunos constitui uma raza˜o pela qual as atividades de preenchimento
de figuras com materiais concretos, no caso particular para a compreensa˜o da
a´rea, podem constituir-se ineficazes: “children may not relate the concrete ma-
terials to the mathematical concepts they are supposed to represent.” (p. 146).
Professora: Quantos triaˆngulos e´ que usaram para construir este puzzle?
Grupo: Dez.
Professora: Agora, se o triaˆngulo for a unidade de a´rea, qual e´ a a´rea deste
Jornal das Primeiras Matema´ticas, N.o 4, pp. 71–92
Sara Ribeiro, Pedro Palhares 79
puzzle? (ficam em sileˆncio)
Professora: Enta˜o, se utilizaram dez triaˆngulos para cobrir este puzzle, qual e´ a
a´rea dele, sabendo que cada triaˆngulo vale uma unidade de a´rea?
DS: E´ cem.
Professora: E´ cem porqueˆ?
DS: Tinha de valer dez.
FV: Ja´ sei. Vinte.
Transcric¸a˜o 5–Discussa˜o realizada num grupo (BS, DS, FV) na explorac¸a˜o da tarefa 1.
Uma outra fragilidade observada, esta transversal a` totalidade dos grupos, ocor-
reu ao n´ıvel das unidades de a´rea utilizadas para expressar a a´rea dos puzzles.
De facto, os grupos, mesmo apreendendo que para determinar a a´rea do puzzle 1
tinham que contar as dez unidades de a´rea (triaˆngulos) utilizadas para o cobrir,
expressaram a a´rea deste puzzle sem qualquer unidade de a´rea, ou com unida-
des de a´rea do sistema me´trico (transcric¸a˜o 6), ou ate´ mesmo com unidades de
comprimento do sistema me´trico (transcric¸a˜o 7).
Esta fragilidade sugere-se ate´ paradoxal: se, por um lado, os alunos revelaram
compreender que a medic¸a˜o direta da a´rea “se traduz numa comparac¸a˜o ime-
diata entre a unidade e a grandeza a medir” ([2], pp. 133-134), por outro lado,
demonstraram na˜o estar cientes da unidade de medida utilizada “para exaurir
o atributo” ([10], p. 378). E, ainda, alguns revelaram mesmo na˜o compreender
que a unidade tem que ser da mesma natureza do que o atributo. De acordo com
o NCTM [8], “Compreender que sa˜o necessa´rias unidades distintas para medir
atributos mensura´veis (grandezas) diferentes e´, por vezes, dif´ıcil para os alunos
mais novos. Aprender a selecionar a unidade apropriada constitui o cerne da
compreensa˜o da medic¸a˜o.” (p. 49).
Professora: Enta˜o, se o triaˆngulo for a unidade de a´rea, qual e´ a a´rea deste
puzzle?
CF: (aponta para cada um dos triaˆngulos utilizados, contando-os em sileˆncio)
E´ dez.
Professora: Dez queˆ?
CF: Dez metros quadrados.
Professora: Metros quadrados? Afinal o que estamos a considerar como unidade
de a´rea?
CF: Dez triaˆngulos.
RM: A a´rea e´ em cent´ımetros quadrados!
Professora: Mas tambe´m podemos utilizar outras unidades, na˜o podemos?
CF: Por exemplo, naquela coisa “De que tamanho e´ o pe´ do rei”, naquilo da
cama do aprendiz calculaste em pe´s. Enta˜o aqui e´ a mesma coisa, esta´ a calcu-
lar em triaˆngulos.
Transcric¸a˜o 6–Discussa˜o realizada num grupo (CF, MS, RM, RP) na explorac¸a˜o da tarefa 1.
AM: Qual e´ a a´rea do puzzle, utilizando como unidade de a´rea o triaˆngulo?
(leˆ a pergunta)
Professora: Enta˜o se a unidade de a´rea for um triaˆngulo, se eu considerar esta
(aponto para um dos triaˆngulos) a unidade de a´rea. . .
GP: Isso vale um!
Professora: E qual e´ a a´rea deste puzzle?
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GP: E´ dez.
Professora: Muito bem.
GP: Mas temos que por dez cent´ımetros?
Transcric¸a˜o 7–Discussa˜o realizada num grupo (AM, DA, GP, MM) na explorac¸a˜o da tarefa 1.
As fragilidades anteriores tornaram-se menos frequentes a` medida que os alunos
progrediram na resoluc¸a˜o da ficha.
A tarefa 6 constituiu-se, pore´m, mais exigente e desafiante para os alunos, uma
vez que a unidade de medida utilizada na˜o permitia preencher o puzzle 3 (Figura
8).
Figura 8: Tentativa de preenchimento do puzzle 3 com quadrados.
Apenas alguns grupos conjeturaram e comprovaram que o quadrado utilizado
como unidade tinha a mesma a´rea do que o triaˆngulo, determinando a a´rea
do puzzle 3 corretamente. Alguns desses grupos chegaram a esta conclusa˜o
quando preencheram o retaˆngulo presente no puzzle 3 com dois quadrados e
perceberam que, sendo o retaˆngulo formado por dois triaˆngulos, cada triaˆngulo
tinha que ter a mesma a´rea do que o quadrado. Outros grupos chegaram a
uma conclusa˜o confluente ao sobrepor o triaˆngulo e o quadrado, verificando que
a parte do triaˆngulo que ficava “de fora”do quadrado correspondia a` parte do
quadrado que o triaˆngulo ”na˜o preenchia”. Como vemos, a manipulac¸a˜o do
material concreto constituiu-se fundamental para o estabelecimento da relac¸a˜o
de equivaleˆncia entre o quadrado e o triaˆngulo pelos grupos.
Na tarefa 7, todos os grupos conseguiram identificar as regularidades existentes
na a´rea dos treˆs puzzles utilizando como unidades de a´rea os triaˆngulos e os bis-
semis, verificando que a a´rea dos puzzles utilizando como unidade os triaˆngulos
era o dobro da a´rea dos puzzles utilizando como unidade os bissemis. Relati-
vamente a`s regularidades existentes na a´rea dos treˆs puzzles utilizando como
unidade de a´rea, tambe´m, os quadrados, somente os grupos que comprovaram
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que o quadrado era equivalente ao triaˆngulo e´ que identificaram e justificaram
esta regularidade.
Findo o tempo definido para a realizac¸a˜o da ficha, promoveu-se um momento de
discussa˜o/reflexa˜o em plena´rio acerca da mesma. Depois de colados os puzzles
1, 2 e 3 no quadro de giz, solicitou-se aos diferentes grupos que partilhassem
e explicassem a a´rea que determinaram para cada um dos puzzles, utilizando
cada uma das unidades de medida.
Foi dada particular atenc¸a˜o a` tarefa que implicava a utilizac¸a˜o do quadrado como
unidade de a´rea, a qual na˜o foi acess´ıvel a todos os alunos. Assim, solicitou-
se aos grupos que a realizaram com sucesso que expusessem a sua resoluc¸a˜o,
incentivando-se os restantes a questionarem os seus pares sobre as ideias e con-
cluso˜es apresentadas. A seguir, para concretizar a ideia de equivaleˆncia entre
o quadrado e o triaˆngulo, e tendo por base uma das explicac¸o˜es apresentadas,
solicitou-se aos grupos que colocassem um triaˆngulo em cima de um quadrado,
marcassem a parte do quadrado que ficava “de fora” do triaˆngulo, cortassem
essa parte e verificassem, enta˜o, se o quadrado e o triaˆngulo tinham (ou na˜o)
a mesma a´rea. Foi curioso ver as reac¸o˜es de admirac¸a˜o dos alunos, mesmo ate´
dos que tinham resolvido corretamente a tarefa. Uma vez compreendida a equi-
valeˆncia entre o triaˆngulo e o quadrado, a discussa˜o da tarefa 7 constituiu-se
linear.
3.3 Intervenc¸a˜o 3 – A a´rea e o per´ımetro dos bissemis
A terceira intervenc¸a˜o visava a distinc¸a˜o entre os conceitos de a´rea e per´ımetro.
Uma vez mais, foi privilegiada a continuidade na utilizac¸a˜o dos bissemis.
Distribuiu-se aos alunos a “Ficha de trabalho - A´rea e Per´ımetro” e o respetivo
material (bissemis). Esta era composta por quatro tarefas matema´ticas: na
primeira, os alunos deviam investigar os diferentes comprimentos nos bissemis;
na segunda, os alunos deviam pintar, com cores iguais, os lados dos bissemis
com o mesmo comprimento, reproduzidos em tamanho real na tarefa; na ter-
ceira, os alunos deviam investigar os bissemis isoperime´tricos; e, na quarta1, os
alunos deviam comentar a existeˆncia de figuras com a mesma a´rea e per´ımetros
diferentes. Articulou-se, ainda, a tarefa 5, como complemento ao trabalho dos
alunos que pudessem terminar antecipadamente as anteriores. Nesta, os alunos
deviam desenhar, em papel quadriculado (unidade de comprimento–1 cm), figu-
ras na˜o geometricamente iguais a um dos bissemis a` sua escolha, mas com igual
per´ımetro.
Desde logo, a maioria dos alunos demonstrou dificuldades na interpretac¸a˜o da
tarefa 1, revelando na˜o compreender o que era pretendido e, ate´ mesmo, mos-
trando na˜o conseguir identificar uma estrate´gia de resoluc¸a˜o concreta. Como
consequeˆncia, os alunos demoraram bastante tempo a desenvolver a atividade
de forma estruturada e com compreensa˜o.
1Esta tarefa resulta da adaptac¸a˜o de uma questa˜o que integra a Prova Final de Matema´tica
do 1.◦ Ciclo do Ensino Ba´sico de 2013 (1.a Fase).
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As respostas dos alunos na tarefa 1 denotaram a utilizac¸a˜o de duas estrate´gias:
na primeira, incluem-se os alunos que utilizaram a manipulac¸a˜o do material
para justaporem os lados dos bissemis e determinarem aqueles que seriam con-
gruentes (Figura 9); na segunda, incluem-se os alunos que utilizaram a re´gua
para medirem os lados dos bissemis e determinarem aqueles que teriam a mesma
medida (Figura 10).
Figura 9: Resoluc¸a˜o efetuada por um aluno (AM) na explorac¸a˜o da tarefa 1.
Figura 10: Resoluc¸a˜o efetuada por um aluno (MM) na explorac¸a˜o da tarefa 1.
A segunda estrate´gia foi substancialmente mais usada. Portanto, os alunos, na
comparac¸a˜o de comprimentos, privilegiaram a comparac¸a˜o indireta, assente na
medic¸a˜o com re´gua, em detrimento da comparac¸a˜o direta, baseada na justa-
posic¸a˜o dos lados.
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De salientar que nenhum dos alunos da turma se baseou nas propriedades
geome´tricas dos bissemis, particularmente a congrueˆncia de lados, para fazer
deduc¸o˜es relativas aos diferentes comprimentos existentes. E, os alunos reve-
laram mesmo na˜o reconhecer, muitas vezes, estas propriedades no decurso da
sua resoluc¸a˜o. Por exemplo, aquando da medic¸a˜o ou da comparac¸a˜o direta de
comprimentos, os alunos repetiram este procedimento para todos os lados dos
bissemis. Outros exemplos sa˜o as fragilidades identificadas nas respostas dos
alunos na tarefa 1, nomeadamente: os lados de um dos pares de lados conse-
cutivos congruentes do papagaio na˜o apresentarem a mesma medida (Figura
11); um dos pares de lados opostos paralelos do paralelogramo obtido pela jus-
taposic¸a˜o dos catetos menores dos triaˆngulos apresentar uma medida diferente
de todos os outros comprimentos encontrados nos bissemis (Figura 12); os qua-
tro lados do paralelogramo obtido pela justaposic¸a˜o dos catetos menores dos
triaˆngulos apresentarem a mesma medida (Figura 13); e o paralelogramo obtido
pela justaposic¸a˜o dos catetos menores dos triaˆngulos apresentar dois pares de
lados consecutivos com a mesma medida (Figura 14). De notar que estas fragi-
lidades ocorreram somente nas resoluc¸o˜es dos alunos que utilizaram a estrate´gia
de medic¸a˜o.
Figura 11: Resoluc¸a˜o efetuada por um aluno (BB) na explorac¸a˜o da tarefa 1.
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Figura 12: Resoluc¸a˜o efetuada por um aluno (BS) na explorac¸a˜o da tarefa 1.
Figura 13: Resoluc¸a˜o efetuada por um aluno (LM) na explorac¸a˜o da tarefa 1.
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Figura 14: Resoluc¸a˜o efetuada por um aluno (JR) na explorac¸a˜o da tarefa 1.
Ora, nas Figuras 11 e 12, as fragilidades decorreram de erros na leitura da es-
cala da re´gua pelos alunos, os quais na˜o convocaram os conhecimentos da con-
grueˆncia dos lados dos bissemis para repensarem os resultados, obtendo cinco
comprimentos diferentes. Por sua vez, nas Figuras 13 e 14, as fragilidades sur-
giram do reconhecimento erro´neo dos lados congruentes dos bissemis, que levou
os alunos a atribu´ırem medidas iguais a estes lados, mesmo sem concretizarem
a medic¸a˜o.
De uma forma geral, os alunos conclu´ıram, na tarefa 1, a existeˆncia de quatro
comprimentos diferentes. No entanto, alguns consideraram cinco comprimentos
– facto associado a`s fragilidades supracitadas.
No decurso do processo explorato´rio, a maioria dos alunos, independentemente
da estrate´gia privilegiada, considerou u´til realizar as tarefas 1 e 2 em simultaˆneo,
entendendo a segunda como um suporte a` primeira. De facto, a tarefa 2
permitiu-lhes registarem, gradualmente, as concluso˜es que foram construindo
relativamente aos diferentes comprimentos dos bissemis, o que facilitou a orga-
nizac¸a˜o das suas ideias na tarefa 1. Consequentemente, as respostas dos alunos
na tarefa 2 convergem com as da tarefa 1, mesmo ao n´ıvel das fragilidades iden-
tificadas.
Na tarefa 3, todos os alunos privilegiaram a utilizac¸a˜o da medic¸a˜o. Isto e´, mesmo
os alunos que anteriormente tinham investigado os diferentes comprimentos dos
bissemis por comparac¸a˜o direta, optaram, agora, por medir os comprimentos
dos seus lados a fim de determinarem os bissemis isoperime´tricos. Este facto
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sugere que os alunos, perante a auseˆncia de medidas para os lados dos bisse-
mis, na˜o conceberam a possibilidade de comparac¸a˜o dos per´ımetros dos mesmos,
pelo que recorreram a` medic¸a˜o. Genericamente, todos os alunos identificaram
“o per´ımetro de um pol´ıgono como a soma das medidas dos comprimentos dos
lados, fixada uma unidade” ([7], p. 13). De facto, nas respostas da tarefa 3,
todos os alunos adicionaram as medidas dos lados de cada um dos bissemis para
determinarem o seu per´ımetro. De notar que os alunos na˜o indicaram qualquer
fo´rmula no ca´lculo do per´ımetro.
Ainda que o procedimento utilizado na tarefa 3 tenha sido transversal a` totali-
dade dos alunos, o mesmo na˜o aconteceu com os resultados. Por um lado, estes
foram determinados pelas discrepaˆncias na leitura da escala da re´gua, aquando
da medic¸a˜o dos comprimentos. Neste aˆmbito, verificou-se uma tendeˆncia ge-
ral para a leitura incorreta de uma das quatro medidas dos lados dos bissemis
(
√
125 ≈ 11, 18 cm), que foi apresentada como um nu´mero inteiro (11 cm). Ora,
apenas um grupo muito restrito de alunos revelou maior rigor na leitura do ins-
trumento, registando as medidas 11, 2 cm ou 11, 3 cm. Por outro lado, tambe´m
as fragilidades anteriormente identificadas concorreram para a disparidade dos
resultados nesta tarefa, pois os alunos calcularam o per´ımetro dos bissemis com
base nas medidas ja´ determinadas, muitas delas com incorrec¸o˜es.
Na tarefa 4, a maioria dos alunos considerou a existeˆncia de figuras com a mesma
a´rea e per´ımetros diferentes, reconhecendo validade a` opinia˜o do Afonso: “Os
bissemis sa˜o figuras com a mesma a´rea (figuras equivalentes) e que podem ter
per´ımetros diferentes”. Em contrapartida, alguns alunos corroboraram a ideia
da Matilde: “Acho que na˜o! Na˜o pode haver figuras com a mesma a´rea e
per´ımetros diferentes!”. Relativamente aos exemplos dos alunos que concor-
daram com o Afonso, grande parte apresentou dois bissemis com per´ımetros
diferentes (Figura 15), apontando um exemplo concordante com a opinia˜o que
validam. Destes alunos, alguns fizeram ainda alusa˜o a` equivaleˆncia dos bisse-
mis, traduzindo a a´rea dos mesmos pela medida “dois triaˆngulos” (Figura 16).
Um aluno seguiu esta linha de pensamento, apresentando treˆs bissemis com
per´ımetros diferentes, no entanto, decompoˆ-los, na˜o em dois triaˆngulos, mas em
cinco triaˆngulos (Figura 17), revelando confusa˜o neste domı´nio. Outros alunos
apresentaram dois exemplos de bissemis com o mesmo per´ımetro (Figura 18),
fornecendo um exemplo contradito´rio a` situac¸a˜o. E, um aluno, em vez de um
exemplo, registou uma justificac¸a˜o verbal erro´nea: “Os bissemis teˆm que ter o
per´ımetro diferente porque eles na˜o sa˜o iguais”.
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Figura 15: Resoluc¸a˜o efetuada por um aluno (IM) na explorac¸a˜o da tarefa 4.
Figura 16: Resoluc¸a˜o efetuada por um aluno (CF) na explorac¸a˜o da tarefa 4.
Figura 17: Resoluc¸a˜o efetuada por um aluno (MP) na explorac¸a˜o da tarefa 4.
Figura 18: Resoluc¸a˜o efetuada por um aluno (DF) na explorac¸a˜o da tarefa 4.
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Quanto aos exemplos dos alunos que concordaram com a opinia˜o da Matilde, al-
guns apresentaram dois bissemis com o mesmo per´ımetro (Figura 19), sugerindo
um exemplo concordante com a opinia˜o que corroboram, mas na˜o extens´ıvel a`
generalidade. E, outros na˜o apresentaram qualquer exemplo, registando: “na˜o
pode haver figuras com a mesma a´rea e per´ımetros diferentes”.
Figura 19: Resoluc¸a˜o efetuada por um aluno (BB) na explorac¸a˜o da tarefa 4.
As respostas anteriores sugerem que a maioria dos alunos reconheceu que figuras
com a mesma a´rea, como sa˜o os bissemis, podem ter ou na˜o o mesmo per´ımetro.
Contudo, alguns alunos explanaram a ideia de impossibilidade de existirem fi-
guras com a mesma a´rea e per´ımetros diferentes. De facto, mesmo depois da
explorac¸a˜o desenvolvida, estes parecem manter fixas as suas concec¸o˜es, resis-
tindo a`s evideˆncias que os bissemis ta˜o bem ilustram.
Mais de metade dos alunos da turma explorou, ainda, a tarefa 5. Em trac¸os ge-
rais, todos conseguiram construir pelo menos uma figura na˜o geometricamente
igual a um dos bissemis a` sua escolha mas com o mesmo per´ımetro. Destes
alunos, alguns, para ale´m do bissemi escolhido, desenharam apenas o bissemi
com o mesmo per´ımetro do que este (Figura 20); outros alargaram o nu´mero de
figuras com o mesmo per´ımetro, pore´m, cingiram-se a`s formas retangulares (Fi-
gura 21); e um pequeno nu´mero de alunos apresentou um conjunto mais variado
de figuras com o mesmo per´ımetro, incluindo pol´ıgonos irregulares (Figura 22).
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Figura 20: Resoluc¸a˜o efetuada por um aluno (DS) na explorac¸a˜o da tarefa 5.
Figura 21: Resoluc¸a˜o efetuada por um aluno (JR) na explorac¸a˜o da tarefa 5.
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Figura 22: Resoluc¸a˜o efetuada por um aluno (RP) na explorac¸a˜o da tarefa 5.
Findo o tempo definido para a realizac¸a˜o da ficha, promoveu-se um momento de
discussa˜o/reflexa˜o em plena´rio acerca da mesma. Na tarefa 1, os alunos apre-
sentaram uma das duas estrate´gias utilizadas, concluindo a existeˆncia de quatro
ou cinco comprimentos diferentes. Esta diferenc¸a nas respostas intensificou o
debate de ideias.
Enquanto suporte para esta discussa˜o, colaram-se, no quadro de giz, os bisse-
mis feitos em cartolina, nos quais estavam marcados os dois triaˆngulos que os
compo˜em. A seguir, solicitou-se aos alunos que privilegiaram a estrate´gia de
medic¸a˜o que expusessem as medidas determinadas para os lados dos bissemis,
registando-se no quadro de giz. Depois, desafiaram-se os alunos compararem
diretamente (com os seus bissemis) alguns dos lados considerados diferentes.
Nesta altura, tornou-se evidente que determinados alunos questionaram a vali-
dade das suas ideias, assumindo algumas incorrec¸o˜es.
Posteriormente, focalizou-se a atenc¸a˜o dos alunos na congrueˆncia de lados entre
os bissemis, o que permitiu sustentar e aprofundar as concluso˜es anteriores. A
par disto, foram, tambe´m, debatidas as diferentes medidas determinadas para
os lados dos bissemis. Neste aˆmbito, tornou-se consensual a considerac¸a˜o de
treˆs medidas de valor inteiro (5 cm, 10 cm, 20 cm) e de uma medida de valor
aproximado (11, 2 cm). Em virtude do aprofundamento e da abrangeˆncia sub-
jacentes a` discussa˜o da tarefa 1, as restantes tarefas foram corrigidas com maior
celeridade, na˜o se identificando constrangimentos.
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4 Reflexa˜o final
Tendo por base o objetivo subjacente a` primeira intervenc¸a˜o, importa relevar
que as oportunidades concedidas aos alunos para compararem a a´rea de dife-
rentes figuras se constitu´ıram fundamentais, pois permitiram focar a atenc¸a˜o
dos mesmos na compreensa˜o do pro´prio atributo a´rea. Segundo Van de Walle
[11], “when students compare objects on the basis of some measurable attribute,
that attribute becomes the focus of the activity.” (p. 312). Neste aˆmbito, os
bissemis revelaram-se um material potencial, que facilitou a compreensa˜o e a
representac¸a˜o do conceito matema´tico a´rea e que envolveu os alunos, na˜o so´ por
na˜o o conhecerem, como tambe´m porque foi constru´ıdo por eles e na˜o introdu-
zido como algo ja´ feito.
Atendendo ao objetivo subjacente a` segunda intervenc¸a˜o, interessa acentuar
que as experieˆncias de aprendizagem pensadas para os alunos medirem direta-
mente a a´rea de puzzles por meio da repetic¸a˜o de diferentes unidades de medida
se constitu´ıram essenciais, no sentido em que permitiram focar a atenc¸a˜o dos
mesmos na compreensa˜o do atributo a´rea e, sobretudo, no pro´prio processo
de medic¸a˜o deste atributo, ausente de procedimentos nume´ricos rotineiros. A
opc¸a˜o pela continuidade na utilizac¸a˜o do material revelou-se, por um lado, estru-
turante para os alunos e, por outro lado, permitiu acentuar as potencialidades
do mesmo para o prosseguimento da explorac¸a˜o do conteu´do a´rea, em particular
na concretizac¸a˜o da medic¸a˜o direta da a´rea.
Considerando o objetivo subjacente a` terceira intervenc¸a˜o, e´ importante sali-
entar que as atividades desenvolvidas pelos alunos, tendentes a` distinc¸a˜o entre
os conceitos de a´rea e per´ımetro, constitu´ıram-se importantes, no sentido em
que permitiram responder a um erro amplamente documentado pela literatura
e evidenciado por va´rios alunos da turma. Neste domı´nio, os bissemis, pelas
suas caracter´ısticas (todos equivalentes e alguns com per´ımetro distinto), cons-
titu´ıram-se um material importante para auxiliar as explorac¸o˜es dos alunos,
possibilitando situac¸o˜es de aprendizagem ativas e com sucesso.
No final, realizou-se uma sistematizac¸a˜o geral acerca de todo o trabalho desen-
volvido com os bissemis, retomando, em interac¸a˜o com a turma, as atividades
desenvolvidas pelos alunos ao longo das treˆs aulas precedentes, bem como os
principais conteu´dos explorados.
Na verdade, o material permitiu contornar as dificuldades experimentadas pelos
alunos ao longo das aulas, facilitando a compreensa˜o dos conteu´dos.
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